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Sazetak: Kantorov problem kontinuuma je pitanje: Koliko tacaka ima na pravoj u
euklidskom prostoru? Kantor (Georg Cantor) je verovao da je broj tacaka na pravoj,
tj. kardinalnost kontinuuma, prvi beskonacni kardinal koji dolazi posle kardinalnosti
skupa prirodnih brojeva. To je gruba formulacija Kantorove hipoteze kontinuuma.
Kantor je u viSe navrata tokom svoje karijere pokusavao da dokaze hipotezu
kontinuuma. Medutim, njegov napor nije urodio plodom. Pocetkom XX veka,
teorija skupova biva formulisana kao aksiomatska teorija. Ta aksiomatska teorija
se zove Cermelo-Frenkelova teorija skupova sa aksiomom izbora, tj., ZFC teorija
skupova. Na osnovu rezultata Gedela (Kurt Godel) i Koena (Paul Cohen), znamo da
teorija ZF'C niti dokazuje, niti opovrgava Kantorovu hipotezu, te Kantorov problem
kontinuuma ostavlja nereSenim. Medutim, prema Gedelovom misljenju, Kantorov
problem kontinuuma se moze reSiti proSirivanjem teorije skupova ZFC novim
aksiomama koje ¢e nam dati celovitiji uvid u strukturu univerzuma skupova. Ovaj
rad je prvi u nizu od dva rada u kojima nam je cilj da predstavimo neke od Gedelovih
predloga za pristup reSavanju Kantorovog problema kontinuuma, kao i Gedelovu
platonisticku filozofsku poziciju koja stoji u osnovi tih predloga. Ovaj rad je fokusiran
na predstavljanje Gedelove filozofije matematike. U tom cilju ¢emo prvo predstaviti
reprezentativne pravce u filozofiji matematike i njihove glavne predstavnike. Potom
¢emo objasniti Sta je Hilbertov program i kakve su, prema Gedelovom misljenju,
posledice nemoguénosti njegovog sprovodenja. Zatim se bavimo ontoloskim, a na
kraju epistemoloskim aspektom Gedelovog platonizma.
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UVOD

Koliko tacaka ima na pravoj u euklidskom prostoru? Koja je kardinalnost
kontinuuma — skupa realnih brojeva? Koliko podskupova ima skup prirodnih
brojeva? Ova pitanja su ekvivalentna, u tom smislu $to odgovor na jedno
daje odgovor na sva druga. Svako od ovih pitanja je jedan nacin da se postavi
Kantorov problem kontinuuma.3

Kantor (Georg Cantor), tvorac teorije skupova, verovao je da je kardi-
nalnost kontinuuma prvi beskonacni kardinal koji dolazi posle kardinalnosti
skupa prirodnih brojeva. To je gruba formulacija Kantorove hipoteze konti-
nuuma (CH).* Kantor je u viSe navrata tokom svoje karijere pokuSavao da
dokaze hipotezu kontinuuma. Medutim, njegov napor nije urodio plodom.

Pocetkom XX veka, teorija skupova biva formulisana kao aksiomatska
teorija naporima, pre svega, Cermela (Ernst Zermelo) i Frenkela (Abraham
Fraenkel). Ta aksiomatska teorija se zove Cermelo-Frenkelova teorija sku-
pova sa aksiomom izbora, tj. ZFC teorija skupova.> Na osnovu rezultata
Gedela (Kurt Godel) i Koena (Paul Cohen), znamo da teorija skupova ZFC
niti dokazuje, niti opovrgava Kantorovu hipotezu, te Kantorov problem kon-
tinuuma ostavlja neresenim.® Medutim, prema Gedelovom misljenju, Kan-

3 Godel, K., ,,What is Cantor’s continuum problem? 1947” u Kurt Géodel. Collected works.
Volume II. Publications 1938 — 1974. (priredili S. Feferman, J. W. Dawson Jr., S. C. Kleene,
G. H. Moore, R. M. Solovay and J. van Heijenoort), Oxford University Press, Oxford 1990.,
str. 176.
4 Hipoteza kontinuuma, odnosno njene posledice, garantuju da je:
2% = |P(w)] = N,
Pri tome: X, je prvi beskonacni kardinal; X, je drugi beskonacni kardinal i prvi neprebrojiv
kardinal; |4]| je kardinalnost ili broj elemenata skupa A; P(A) je partitivni skup, odnosno skup
svih podskupova skupa 4; @ je skup prirodnih brojeva.
5 Teorija ZFC je teoriju prvog reda nad jezikom koji ¢ini jedan binarni predikat e, koji
oznacava relaciju pripadnosti. Nelogicke aksiome teorije ZF'C se neformalno mogu predstaviti
na slede¢i nacin:

- Ekstenzionalnost: Skupovi su jednaki, ako imaju iste elemente.

- Zasnivanje: Svaki skup ima najmanji element u odnosu na relaciju pripadnosti.

- Unija: Za svaki skup, postoji skup svih elemenata njegovih elemenata.

- Partitivni skup: Za svaki skup, postoji skup svih podskupova tog skupa.

- Beskonacnost: Postoji beskonacan skup.

- Izbor: Za svaku nepraznu familiju medusobno disjunktnih nepraznih skupova postoji

skup koji sadrzi po ta¢no jedan element svakog skupa iz te familije.

6 Gedel je konstruisao najmanji unutra$nji (klasni) model L teorije skupova koji se zove
konstruktibilni univerzum i pokazao da su u tom modelu istinite sve aksiome ZFC, ali i CH.
Time je ustanovljeno da ZFC ne opovrgava CH. Nasuprot Gedelu koji se sluzio metodom
unutrasnjih modela, Koen se sluzio metodom spoljasnjih modela, odnosno forsingom i poka-
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torov problem kontinuuma se moze resiti prosirivanjem teorije skupova ZFC
novim aksiomama koje ¢e nam dati celovitiji uvid u strukturu univerzuma
skupova.

Ovaj rad je prvi u nizu od dva rada u kojima nam je cilj da predstavimo
neke od Gedelovih predloga za pristup reSavanju Kantorovog problema kon-
tinuuma, kao i Gedelovu platonisticku filozofsku poziciju koja stoji u osnovi
tih predloga. Ovaj rad je fokusiran na predstavljanje Gedelove filozofije ma-
tematike. Razmatranje Gedelove filozofije matematike za svrhe predstavlja-
nja njegovih predloga za reSavanje Kantorovog problema kontinuuma je od
znacaja jer na$ stav o Kantorovom problemu kontinuuma diktira filozofska
pozicija koju implicitno ili eksplicitno prihvatamo. Ne samo da ,,status”
Kantorovog problema biva odreden pozadinskom filozofijom matematike,
nego i nacin njegovog reSavanja. U cilju razjasnjenja navedenog, prvo ¢emo
predstaviti reprezentativne pravce u filozofiji matematike i njihove glavne
predstavnike. Potom ¢emo objasniti $ta je Hilbertov program i kakve su, pre-
ma Gedelovom misljenju, posledice nemogucnosti njegovog sprovodenja. U
tre¢em odeljku ovog dela rada se bavimo ontoloskim, a u ¢etvrtom epistemo-
loskim aspektom Gedelovog platonizma. Te teme bi trebalo da nam omoguce
jasniji uvid u Gedelove predloge za resavanje Kantorovog problema.

PRAVCI U FILOZOFIJI MATEMATIKE

Po uzoru na Dosena, razmotrimo na koje nacine mozemo odgovoriti na
pitanje: da 1i se iskazi matematike odnose na nesto, u tom smislu $to ,,im
kao jezi¢kim objektima odgovara nesto Sto oni opisuju”?’ Ako na to pitanje
odgovorimo sa ,,ne”, onda zastupamo poziciju koja se zove cisti formalizam.
Ako na pitanje odgovorimo sa ,,da”, onda imamo dve opcije. Ako tvrdimo da
to Sto matematicki iskazi opisuju zavisi od ljudskog uma, onda zastupamo
poziciju koja se zove konstruktivizam. Ako tvrdimo da to Sto matematicki
iskazi opisuju ne zavisi od ljudskog uma, onda zastupamo poziciju koja se
naziva platonizam. Dalje ¢emo predstaviti ove pozicije i filozofije njihovih
glavnih predstavnika.

Grubo govoredi, za formalistu je matematika sistem pravila za manipula-
ciju matematickim simbolima. Semanticke kategorije (istinitost, referencija

zao da postoji model u kojem su istinite sve aksiome ZF'C i —~CH. U sadejstvu sa Gedelovim
rezultatom, ovime je dokazano da je CH nezavisno.

7 Mijajlovi¢, 7., Markovi¢, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, Zavod za udZbeni-
ke i nastavna sredstva, Beograd 1986, str. 53.
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i sl.), ukoliko se ne mogu svesti na sintaksne, jesu izliSne prema misljenju
formalista.® Fregeovo (Gottlob Frege) shvatanje formalne teorije (sistema) je
omogucilo preciziranje formalisticke pozicije. Konstruisu¢i dokaze u nekoj
formalnoj teoriji nismo zainteresovani za znacenje nizova simbola koji u tom
dokazu figuriraju. Radi se o pukoj manipulaciji simbolima shodno pravilima
koja su tom teorijom data. Ideja je da se matematika shvati kao formalna teo-
rija ili kao skup formalnih teorija.?

Jedan vazan predstavnik formalizma je veliki nemacki matematicar
David Hilbert (David Hilbert). Hilbert nije bio zastupnik ¢istog formalizma,
kako smo ga upravo opisali. Njegov formalizam je imao i konstruktivisticku
komponentu.!0 Jedan deo matematike zaista ¢ine neinterpretirani nizovi sim-
bola, dok drugi ¢ine tvrdenja o nekakvim (kona¢nim) grafickim konstruktima
ljudskoga uma, kako ih Dosen naziva,!! pa, samim tim, taj deo matematike
za predmet ima stvarnost koju opisuje. Da pojasnimo. Hilbert matematiku
deli na finitisticku 1 infinitisticku.'2 Ova podela ostaje na intuitivnom planu:
matematika je finitistiCka kada se ne poziva na beskonacnost; inace je infini-
tisti¢ka.13 Objekti kojima se finitisticka matematika bavi su nalik slede¢im:

A1 -
Simboli i iskazi elementarne teorije brojeva su skraéenice i sredstva saopsta-
vanja informacija o takvim nizovima.!4 Na primer, 2 i 3 su, redom, skrace-
nice za || 1 |||, dok se iskazom 3 > 2 tvrdi da niz ||| $iri niz ||. Sa druge strane,

8 Linnebo, @., Philosophy of Mathematics, Princeton University Press, Princeton 2017, str.
38 -39.

9 Formalista moZe govoriti o semantickim kategorijama. On se, na primer, ne mora odri-
cati teorije modela. Za teoriju modela bi bilo dovoljno re¢i da sve njene teoreme mogu biti
rekonstruisane kao teoreme teorije ZF'C, koja nije nista drugo do jedna formalna teorija. Tako 1
semanticke kategorije, poput istinitosti, valjanosti, interpretacije i sl., mogu biti ¢isto sintaksno
shvacene, te, dakle, upotreba tih kategorija nije protivna formalistickim skrupulama.

10 Mijajlovié, Z., Markovié, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 54.

1T Tsto, str. 55.

12 Tsto.

13 Dosen navodi jedan nacin da se ova podela nacini preciznijom. Mozda ,,je finitisticku
matematiku najbolje zamiSljati kao Skolemovu primitivno rekurzivnu aritmetiku, ili nesto
tome sli¢no” (Mijajlovié, 7., Markovié¢, Z. i Dogen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 55).
Primitivno rekurzivna aritmetika je teorija prvog reda bez kvantifikatora. Iz neke finitisticke
perspektive, kvantifikovanje preko beskonacnih domena deluje problemati¢no, utoliko Sto se
time implicitno zahteva da je beskonacni totalitet objekata o kojima re¢ na neki na¢in dovrSen
(da je beskonacnost aktualizovana). (Sam Hilbert aksiome teorije prvog reda koje nam govore
o kvantifikatorima naziva transfinitnim aksiomama (Hilbert, D., ,,On the Infinite” u From Fre-
ge to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 — 1931 (priredio J. van Heijenoort),
Harvard University Press, Massachusetts 1967, str. 382.).)

14 Hilbert, D., ,,On the Infinite”, str. 377.
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infinitisticku matematiku ne treba shvatiti ovako, nego je treba razumeti na
nacin na koji Cisti formalista vidi celu matematiku.

Kako ranije rekosmo, prema misljenju konstruktivista, iskazima ma-
tematike odgovara nesto §to oni opisuju i ono zavisi od ljudskog uma. Ta
zavisnost se sastoji u tome §to su predmeti kojima se matematika bavi kon-
struisani od strane matematicara.!> Barker (Stephen F. Barker) povlaci ana-
logiju izmedu matematiara i Boga u vezi sa konstruktivistickim videnjem
stvaralake aktivnosti matematicara.!® Medutim, za razliku od Boga, krea-
tivni kapaciteti matematic¢ara su viSestruko ograni¢eni. Matemati¢ar u svojoj
imaginaciji moze konstruisati samo konacne objekte, a svaki objekat kojim
se matematika bavi mora u principu mo¢i biti konstruisan. Tako, konstruk-
tivisti, za razliku od formalista i platonista, zauzimaju revizionisticki stav
prema matematici.!” Sve teoreme koje se pozivaju na aktualnu beskona¢nost
ili ¢iji dokazi ne sadrze ¢ak ni implicitno uputstvo za konstrukciju objekta o
kojem je rec, a koji zadovoljava dato svojstvo, moraju biti odbaceni.

Jedan od vaznijih predstavnika konstruktivisticke pozicije je veliki
holandski matemati¢ar L. E. J. Brauver (L. E. J. Brouwer). Brauverova se
filozofija matematike naziva intuicionizam,'8 a njene korene Brauver nalazi
u Kantovoj (Immanuel Kant) filozofiji.!° Za razliku od Kanta, za Brauvera
i njegove sledbenike intuicionizam nije bio samo apstraktni opis stvarnosti
kojom se matematicari bave i matematiCke prakse, nego i orijentir za to
¢ime matematicari mogu i treba da se bave. Brauver je smatrao da odbaci-
vanjem neogranicene primene zakona iskljucenja treéeg — par excellence
nekonstruktivnog sredstva rasudivanja — zapravo odbacujemo jedno staro
i pogre$no verovanje koje je analogno verovanju u racionalnost broja 7 i
drugim sliénim neistinama.29 Odbacivanje neograniene primene zakona
iskljucenja tre¢eg i aktualne beskonacnosti, Brauver je branio pozivanjem
na ,,osnovnu intuiciju matematike”, ,,intuiciju puke dvojnosti”.2! Kako se
nama ¢ini, Brauver na umu ima sledece. OpaZzanjem kvalitativnih razlika u

15 Mijajlovié, Z., Markovié, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 53.

16 Barker, S., Filozofija matematike, Nolit, Beograd 1973, str. 134.

17" Horsten, L., ,,Philosophy of Mathematics”, https://plato.stanford.edu/archives/win2023/
entries/philosophy mathematics/ 10.10.2024.

18" Linnebo, @., Philosophy of Mathematics, str. 73.

19 Brouwer, L. E. J. , ,Intuitionism and formalism” u Philosophy of mathematics: Selected
readings (priredili P. Benacerraf i H. Putnam.), Cambridge University Press, Cambridge 1983,
str. 78.

20 Brouwer, L. E. J., ,,Consciousness, philosophy, and mathematics” u Philosophy of math-
ematics: Selected readings (priredili P. Benacerraf i H. Putnam), Cambridge University Press,
Cambridge 1983, str. 94.

21 Tsto, str. 80.
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sadrzajima koji su nam dati u pojedinim trenucima naSeg mentalnog zivota
1 apstrahujuci od osecajnog sadrzaja (emotional content) tih sadrzaja, bivaju
generisani prirodni brojevi dovodenjem u jedinstvo rezultata te apstrakcije.
Ovakav pristup razumevanju aritmetike otvara put i razumevanju geometrije,
na temelju Dekartovih (René Descartes) rezultata u vezi sa analitickom
geometrijom, jer se time geometrijski problemi svode na algebarske.??
Podsetimo se da, prema misljenju platonista, iskazima matematike odgo-
vara od uma nezavisna stvarnost koju oni opisuju. Ontoloski posmatrano, stvar
je prosta: predmeti matematike su apstraktni entiteti koji postoje nezavisno od
ljudskog uma. Medutim, epistemoloski, platonizam deluje vise nego zahtevno.
Matematicke objekte ne opazamo Culima, niti su oni plod stvaralacke imagina-
cije matematiCara. Ta stvarnost o kojoj je re¢ deluje krajnje nedostupno.
Platonizam je implicitno prihvacen kao radna pretpostavka matematicara.
Medutim, ako bismo pitali matematicare da se izjasne o svojim filozofskim
stavovima o prirodi stvari kojima se bave i o naCinima na koje ih saznaju,
ispostavilo bi se da je platonizam ,,sve samo ne opSte prihvacen”.23 24
Platonizam svoje korene nalazi u delima Platona. Medu savremenijim
predstavnicima platonizma su veliki matematicari i filozofi Frege, Rasel
(Bertrand Russell) i Gedel. Na ovom mestu ¢emo reéi neSto o Fregeovoj
poziciji i pomenuti Raselovu. Prema Fregeovom misljenju, matematicki enti-
teti, poput brojeva i skupova, zajedno sa mislima,?’ istinosnim vrednostima i
funkcijama,26 ¢ine trece carstvo apstraktnih entiteta koji se razlikuju od fizi¢-
kih objekata, ali i od mentalnih stanja. Epistemoloski aspekt Fregeovog plato-

nizma je u vezi sa njegovim logicizmom. Logicizam je projekat Ciji je cilj bio

22 TJsto.

23 Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, Doktorska disertacija, Beograd 2004,
str. 99.

24 Postoji pozicija u filozofiji matematike koja se zove radni realizam (working realism),
a koju bismo jo§ mogli nazvati metodoloski platonizam. Prema tom stanovistu, matematiku
treba praktikovati kao da je platonizam ispravna pozicija (Linnebo, @., Philosophy of Mathe-
matics, str. 68). Cini se da ovakvu poziciju prihvata i Koen, inate formalista, kada raspravlja
o istinitosti hipoteze kontinuuma. Videti Maddy, P., ,,Believing the Axioms. I, The Journal of
Symbolic Logic, br. 53 (2), str. 498 — 499.

25 Misao” (Gedanke) je Fregeov tehnicki termin koji oznacava apstraktni entitet koji jeste
smisao (Sinn) ili intenzionalnu komponentu znacenja iskaza (Frege, G., ,,O smislu i nomina-
tumu” u Ogledi o jeziku i znacenju (priredili A. Pavkovi¢ i Z. Lazovi¢), Filozofsko drustvo
Srbije, Beograd 1992, str. 38 — 39), a ne oznaka mentalni proces ili Sta tome sli¢no.

26 Pod funkcijama se ovde ne podrazumevaju grafovi. U Fregeovom pojmovnom okviru,
funkcije su intenzionalni entiteti. Recimo, pojmovi su poseban slucaj funkcija — unarne fun-
kcije, ili, Fregeovim jezikom, nezasi¢eni entiteti sa jednim praznim mestom. Vise o tome u
Frege, G., ,,Funkcija i pojam” u Osnove aritmetike i drugi spisi (priredili F. Grgi¢ i M. Hudo-
letnjak Grgi¢), Kruzak, Zagreb 1995.
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da se pokaze da su istine matematike u stvari logicke istine.2” Fregeova ideja,
prilikom njegove analize epistemic¢kog pristupa, recimo, brojevima, sastoji se
u tome da pitanje o datosti brojeva svede na semanticke osobine recenica u
kojima se javljaju numerali.2® Znacenje takvih reCenica moze biti shvaceno
analizom primene pojma broja i pozivanjem na neke principe apstrakcije, koji
mogu biti shvaceni kao analiticki iskazi.2? 30 Tako nam je pristup tre¢em car-
stvu dat analizom znacenja reci koje figuriraju u nekom iskazu.

Napomenimo da Fregeova filozofija matematike ima i kantovsku kom-
ponentu, utoliko $to gorenavedena analiza ne vazi za geometriju. Prema
Fregeovom misljenju, u istinitost iskaza geometrije se uveravamo pozivajuci
se na Ciste opazaje a priori geometrijskih objekata.3! Nasuprot Fregeu, Rasel,
takode logicista, smatrao je da se cela matematika moze svesti na logiku.32
Medutim, treba ista¢i da Fregeova, kao i Raselova, koncepcija logike ne
odgovara savremenoj. Kada Frege govori o logici, on ima u vidu fragment
logike viseg reda koja mu je omogucéavala da pravi neka jaka egzistencijalna
tvrdenja.33 Za logiku viseg reda Kvajn (W. V. O. Quine) je kazao da je ,teori-
ja skupova u jagnjecoj kozi”,3* a teorija skupova svakako nije logika.

HILBERTOV PROGRAM I NEUPOTPUNJIVOST MATEMATIKE

Obicno se navodi da je Hilbertov program za cilj imao formulisanje
potpune3s i konzistentne3¢ formalne teorije koja kodifikuje celu matematiku.
Medutim, time kao da se ispusta iz vida, mada ne nuzno, jedan drugi cilj:
eliminacija beskonacnosti.

27 Mijajlovié, Z., Markovi¢, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 54.

28 Linnebo, @., Philosophy of Mathematics, str. 29.

29 Frege, G., ,,Osnove aritmetike: Logi¢ko-matematic¢ko istrazivanje pojma broja” u Osnove
aritmetike i drugi spisi (priredili F. Grgi¢ i M. Hudoletnjak Grgi¢), Kruzak, Zagreb 1995, str.
76, 89 —90.

30° Naravno, ovde je implicitna pretpostavka da su svi i samo analiticki iskazi logicke istine.
31 TIsto, str. 39 — 40.

32 Russell, B. Principles of Mathematics, Routledge, London 2010, str. 4 — 5.

33 Jedino egzistencijalno tvrdenje koje logika dokazuje jeste Ix x = x, tj., postoji nesto. To
je prirodno tvrdenje ukoliko primetimo da se radi o jeziku, a jezik je uvek o necemu. Naravno,
moze se sporiti da li je = logicki simbol ili ne.

34 Quine, W. V. O., Philosophy of Logic, Harvard University Press, Cambridge 1986, str.
66 — 68.

35 Teorija T je potpuna akko T dokazuje ¢ ili —¢, za svaku reCenicu ¢ nad jezikom teorije T.
Drugim rec¢ima, nasa teorija odlucuje svako tvrdenje.

36 Teorija T je konzistentna akko ne postoji reCenica ¢ nad jezikom teorije 7 takva da T
dokazuje ¢ i —¢.
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Projekat eliminacije beskonacnosti Hilbert vidi kao nastavak onoga §to
je zapoceo Vajerstras (Karl Weierstral3), koji je eliminisao ,,beskonacno male
i velike veli¢ine (...) iz analize (...) redukcijom iskaza o njima na [iskaze o
— prim. prir.] relacijama medu kona¢nim objektima”,37 koristec¢i i danas stan-
dardnu epsilon-delta definiciju limesa.3® Medutim,

beskonacno se i dalje javlja u beskona¢nim nizovima brojeva koji definiSu
realne brojeve, i, dalje, u pojmu skupa realnih brojeva, koji zamisljamo kao
aktualno dat totalitet, potpun i zatvoren.3?

Pre no $to odemo dalje u izlaganju, imajmo u vidu da ,,eliminisanje be-
skonacnosti” ne znaci njeno izbacivanje iz matematike. Kako DoSen kaze,
,ograni¢iti matematiku na finitisticku bilo bi sakacenje za Hilberta”.40 41 Ide-
ja je da se beskonacnost shvati kao facon de parler.#*> Eliminisanje beskonac-
nosti je najbolje shvatiti kao opravdanje upotrebe pojma beskona¢nosti u ma-
tematici pomocu finitistickih sredstava. Infinitisticka matematika je korisna i
plodna disciplina, a pojam beskonacnosti zahteva paznju i razjasnjenje,*3 pa
je neophodno pruziti jedno takvo opravdanje.

Razmotrimo na koji je nacin Hilbert Zeleo da sprovede svoj program.
Uzmimo da finitistiCka matematika kodifikovana nekim formalnim sistemom
F. Zadrzimo se na jednom delu infinitisticke matematike, na Peanovoj ari-
tmetici prvog reda PA, koja formalizuje aritmetiku prirodnih brojeva. PA je
deo infinitisticke matematike posto u P4 kvantifikujemo preko beskonacnog
domena. Prvi korak u sprovodenju Hilbertovog programa bi bio da se pokaze
da je PA konzervativna ekstenzija od F.#* Time bismo pokazali da sve §to se
moze re¢i u P4 ve¢ jeste receno u F. Potom isto treba uciniti za ostale delove
matematike. PoSto bi se pokazalo da je infinitisticka matematika konzerva-
tivna ekstenzija finitisticke, time bi bilo dokazano, analogno Vajerstrasovom
poduhvatu, da sve $to mozemo rec¢i pozivajuci se na pojam beskonacnosti,
mozemo reéi i bez njega. Medutim, ¢emu onda infinitisticka matematika, ako
je sve ve¢ reCeno u finitistickoj? lako nas pozivanje na beskona¢nost ne bi

37 Hilbert, D., ,,On the Infinite”, str. 369.

38 Linnebo, @., Philosophy of Mathematics, str. 63.

39 Hilbert, D., ,,On the Infinite”, str. 369.

40 Mijajlovié, Z., Markovi¢, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 55.

41 U vezi sa teorijom skupova, koja je par excellence deo infinitisticke matematike, Hilbert
je kazao da ,,nas niko nece isterati iz raja koji je Kantor stvorio za nas” (Hilbert, D., ,,On the
Infinite”, str. 376).

42 Hilbert, D., ,,On the Infinite”, str. 370.

43 TIsto, str. 371.

4 Ako su 7, i T, teorije nad, redom, jezicima L, i L, takvim da L, 8iri L,, onda je teorija T,
konzervativna ekstenzija teorije T, akko teorije T, i 7, dokazuju iste reCenice nad jezikom L,.
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vodilo novim istinama, razlozi za uvodenje tog pojma bi mogli biti pragma-
ticke ili estetske prirode. Dokazi pojedinih tvrdenja bi uvodenjem tog pojma
mogli postati jednostavniji ili lepsi.

Medutim, mesto da govori o konzervativnosti infinitisticke matematike u
odnosu na finitisticku, Hilbert pravi jedan skok, pa pitanje konzervativnosti
zamenjuje pitanjem konzistentnosti, u prvom redu, P4.#> Ovde se ne¢emo
baviti opravdanjem tog skoka, ali treba imati u vidu da se on, uz odredene
pretpostavke, moze opravdati.*® Prvo je neophodno dati dokaz konzistentno-
sti PA koriste¢i se finitistickim sredstvima koja su sadrzana u PA. Potom bi
trebalo dokazati relativnu konzistentnost ostalih delova matematike u odnosu
na PA. Na kraju bismo dobili jedan potpun i konzistentan formalni sistem
koji kodifikuje celu matematiku. Koriste¢i se ¢injenicom da je infinitisticka
matematika / konzistentna akko je / konzervativno prosirenje od F, dobija-
mo i opravdanje upotrebe pojma beskonacnosti. Tako bi bilo dokazano da je
infinitisticka matematika problemati¢na koliko i finitistic¢ka. Dakle, potpuno
neproblemati¢na, bar prema Hilbertovom misljenju. Time bi bila dovrSena
eliminacija beskonac¢nosti i Hilbertov program, u svojoj celosti, sproveden u
delo.47

Medutim, ispostavlja se da Hilbertov program nije moguce sprovesti. Na
osnovu prve Gedelove teoreme nepotpunosti, nije moguce konstruisati for-
malnu teoriju koja formalizuje celu intuitivnu matematiku. Na osnovu druge
Gedelove teoreme nepotpunosti, konzistentnost P4 se ne moze dokazati
sredstvima PA. Ne samo to, nego je svaka jaca teorija koja sadrzi P4 osudena
na istu sudbinu. O posledicama Gedelovih teorema po pojam beskonacnosti
koji je Hilbert hteo da eliminiSe, bi¢e reci ubrzo. Sada ¢emo se fokusirati na
nepotpunost matematickih teorija.

Formulisimo Gedelove teoreme:

Prva Gedelova teorema nepotpunosti. Ako je P4 konzistentna teorija,
onda je P4 nepotpuna.

Druga Gedelova teorema nepotpunosti. Ako je PA konzistentna teori-
ja, onda P4 ne dokazuje konzistentnost PA.

Kako bi dokazao ove teoreme, Gedel je ,,naucio aritmetiku da govori o
sebi”. To je omogucéeno kodiranjem formula i nizova formula jezika PA pri-

45 Mijajlovié, Z., Markovi¢, Z. i Dosen, K., Hilbertovi problemi i logika, str. 57.

46 Za rekonstrukciju Hilbertovog rezonovanja, videti Mijajlovi¢, Z., Markovié, Z. i Dosen,
K., Hilbertovi problemi i logika, str. 57 — 58.

47 Primetimo da bi uspehom Hilbertovog programa konstruktivisticko odbacivanje nekon-
struktivnih metoda matematike i aktualne beskonacnosti plauzibilno moglo biti okarakterisano
kao neopravdano. Takode, postuliranje nezavisne egzistencije matemati¢kih entiteta, koje
preduzimaju platonisti, moglo bi biti shvaceno kao bespotrebno umnozavanje entiteta.
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rodnim brojevima. Dokazujuéi prvu teoremu, Gedel je konstruisao tvrdenje
koje, da tako kazemo, tvrdi da ono samo nije dokazivo u P4. To tvrdenje na-
zivamo Gedelovom recenicom. Ukoliko PA dokazuje Gedelovu recenicu, PA
nije konzistentno. Ukoliko P4 ne dokazuje Gedelovu recenicu, onda imamo
istinito, ali nedokazivo, aritmeti¢ko tvrdenje. Ubrzo po predstavljanju prve
teoreme nepotpunosti, Gedel je izveo posledicu te teoreme — drugu Gedelovu
teoremu nepotpunosti.

Ove su teoreme primenljive na sve teorije koje sadrze PA ili koje su
dovoljno jake da mogu da interpretiraju aksiome PA. Recimo, posto teorija
ZFC moze da interpretira sve aksiome P4, ZFC je nepotpuna teorija i njena
konzistentnost je nedokaziva sredstvima ZFC.

Pored nepotpunosti teorije ZF'C koja je posledica teorema nepotpunosti,
mozemo govoriti 1 o jednoj drugoj vrsti nepotpunosti koja je posledica ne-
zavisnosti CH. Prva vrsta nepotpunosti je neizbezna i ne predstavlja narociti
razlog za brigu. Svaka nasa teorija koja sadrzi ,,dovoljno” aritmetike je takva.
S druge strane, nepotpunost koja je posledica nezavisnosti CH nam govori da
nesto vazno nedostaje nasoj teoriji. Teorija skupova koja ne odlué¢uje CH do-
nekle je analogna aritmetickoj teoriji koja ne odlucuje da li postoji prirodan
broj izmedu 0 i 1.48 Cak se i tipovi nezavisnih tvrdenja kod tih dvaju vrsta
nepotpunosti razlikuju. Gedelova recenica je vestacko i veoma slozeno tvr-
denje, napravljeno tako da bude nezavisno, dok je CH prirodno i jednostavno
tvrdenje o strukturi stvari kojima se teorija skupova bavi. Medutim, postoje i
sli¢nosti izmedu ovih tipova nepotpunosti. U oba slucaja bi problem nezavi-
snosti reSavali pozivajuci se na neku jacu teoriju koja resava probleme slabije
teorije. Recimo, da bismo dokazali konzistentnost P4, mozemo se pozvati na
Peanovu aritmetiku drugog reda PA2. Sli¢no tome, trebalo bi da formulisemo
neku jacu teoriju od ZFC koja ¢e nam omoguciti zadovoljavajuce resSenje
Kantorovog problema kontinuuma.

Sve ovo nas navodi na temu fenomena neupotpunjivosti ili neiscrpljivosti
matematike. To je fenomen kojem se moze pristupiti na vise nacina, ali koji
se odnose na jedinstvenu ¢injenicu. Grubo govore¢i, iz platonisticke perspek-
tive, ova ¢injenica se sastoji u tome da ne mozemo dati potpun opis univerzu-
ma kojim se matematika bavi. U Gibs predavanju*®, Gedel navodi dva nacina

48 Analogija je Adziceva, ali kori§¢ena u, donekle, drukéije svrhe (Adzi¢, M., Gedel o aksio-
matizaciji teorije skupova, str. 101).

49 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implicati-
ons” u Kurt Gadel. Collected works. Volume III. Unpublished Essays and Lectures. (priredili
S. Feferman, J. W. Dawson Jr., W. Goldfarb, C. Parsons i R. Solovay), Oxford University Pre-
ss, Oxford 1995.
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da se ovom fenomenu pristupi. Prvi se tice aksiomatizacije matematike, a
drugi teorema nepotpunosti. [zlozi¢emo oba nacina.

Razmotrimo Gedelovu razliku izmedu hipoteticko-deduktivnog sistema
i prave matematike (mathematics proper).5 Kod hipoteti¢ko-deduktivnih
sistema tvrdimo samo uslovnu istinitost teorema. Uslov o kojem je rec je isti-
nitost aksioma tog sistema. Medutim, neka tvrdenja moraju biti bezuslovno
istinita kako bismo uopste tvrdili uslovnu istinitost teorema hipoteticko-de-
duktivnih sistema. Takve su istine logike. Za razliku od hipoteticko-deduk-
tivnog sistema, aksiomatizacija prave matematike nije proizvoljna. Aksiome
prave matematike moraju biti istinita 1 bez dokaza ocigledna tvrdenja. Takva
teorija mora postojati kako bi uopste bilo hipoteticko-deduktivnih sistema.
Kandidat za ovu utemeljivacku teoriju, kakva prava matematika mora da
bude, jeste teorija skupova. To je prirodno ukoliko uvidimo da se teorija sku-
pova uzima kao standardna osnova matematike.5! Svi ,,uobi¢ajeni” matema-
ticki pojmovi i objekti mogu u principu biti rekonstruisani skupovno-teorijski
pojmovi, odnosno skupovi, a sve do sada dokazane teoreme u vezi sa tim
pojmovima i objektima mogu biti dokazane i u ZFC.

Prvi nacin da se pristupi fenomenu neupotpunjivosti se ti¢e aksiomati-
zacije prave matematike shvacene kao teorije skupova. Posto aksiome prave
matematike moraju da budu istinita i bez dokaza ocigledna tvrdenja, onda
bi za uveravanje u njihovu istinitost bilo dovoljno da razumemo $ta znace
reci koje upotrebljavamo kako bismo ih formulisali. Posto je re¢ o aksioma-
tizaciji teorije skupova, kljucni pojam je pojam skupa. U odseku Epistemo-
loski aspekt Gedelovog platonizma ¢ée biti viSe re¢i o analizi pojma skupa i
aksiomatizaciji teorije skupova koja proizilazi iz nje. Za sada ¢emo reé¢i da
pojam skupa podrazumeva da su skupovi objekti koji ,,nastaju” iteriranjem
operacije ,,skup od”, po¢evsi od nekog unapred zadatog skupa.>? Univerzum
koji odgvara pojmu skupa nalikuje fon Nojmanovoj kumulativnoj hijerarhiji:

Ako (...) pocnemo sa prirodnim brojevima, to jest, sa kona¢nim skupovima po-
sebne vrste, isprva imamo skupove prirodnih brojeva i aksiome koje se na njih
odnose (aksiome prvog nivoa), potom skupove skupova prirodnih sa njihovim
aksiomama (aksiome drugog nivoa), i tako dalje za svaku konacnu iteraciju
operacije ,,skup od”. Dalje imamo skup svih ovih skupova kona¢nog reda. No
sada sa ovim skupom postupamo na isti nacin kao $to smo postupili sa skupom
prirodnih brojeva, to jest, posmatramo njegove podskupove (odnosno, skupove

50 Tsto, str. 305.

51 Kunen, K., The Foundations of Mathematics, College Publications, London 2012, str. 14.
52 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implicati-
ons”, str. 306.
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reda w) i formuliSemo aksiome o njihovom postojanju. Oc¢ito, ova procedura
moze biti iterirana iznad w, u stvari, do bilo kog transfinitnog ordinalnog bro-
ja.53

Posto se iteracija operacije ,,skup od” ne moze zavrsiti, onda se posao
formulisanja aksioma nivoa koji su rezultat iteracije operacije ,,skup od” ne
moze zavrsiti. Nijednom nasom aksiomatizacijom necemo moci da obuhvati-
mo sve nivoe ove hijerarhije, jer ¢e se uvek pokazati da ih ima vise no sto su
nase aksiome u stanju da nam kazu da ih ima.

Gedelove teoreme nepotpunosti, pogotovu druga, ¢ine fenomen neupot-
punjivosti narocito o€itim.>* Konzistentnost ma koje matemati¢ke teorije
koja sadrzi dovoljno aritmetike je nedokaziva sredstvima te teorije. Da bi
se taj problem resio, neophodno je da se pozovemo na neke jaCe principe
koji dokazuju konzistentnost polazne teorije. Medutim, i ta teorija dozivljava
istu sudbinu: njena konzistentnost je nedokaziva sredstvima te teorije. Tako
mozemo da ,,redamo” teorije po konzistentskoj snazi, a da je taj proces ne-
moguce dovrsiti.

Kada to imamo u vidu, mozemo da razmotrimo i sledece. Prisetimo se da
je jedan od osnovnih ciljeva Hilbertovog programa eliminisanje beskonac-
nosti. Iz Gedelovog Gibs predavanja mozemo da izvuc¢emo jednu posledicu
u vezi sa time. Ukratko, postoje tvrdenja elementarne teorije brojeva koja
mogu biti odluc¢ena tek pozivanjem na egzistenciju veoma velikih, besko-
nacnih objekata. Tako se pozivanje na beskonac¢nost javlja i kao neophodan
uslov za reSavanje Cak i problema delova matematike koje smo skloni da
nazovemo finitistickim.

Da dodatno pojasnimo. Razlikovali smo nivoe hijerarhije koji su rezultat
iteracije operacije ,,skup od”, prilikom karakterizacije aksiomatizacije prave
matematike. Svaki nivo je karakterisan skupom aksioma tog nivoa. Ispostav-
lja se da postoje iskazi koji se ti¢u, recimo, nultog nivoa hijerarhije (skup pri-
rodnih brojeva), a koji mogu biti odluceni tek pozivanjem na aksiome nivoa
koji se nalaze daleko iznad nultog nivoa. Recimo, ,,ZFC je konzistentno” je
aritmeticko tvrdenje koje moze biti dokazano tek pozivanjem na nedostizive
kardinale. Drugim re¢ima,

aksiome za skupove visih nivoa [hijerarhije — prim. prev.] (...) ni u kojem slu-
¢aju nisu ogranicene na te skupove, nego, bas suprotno, imaju posledice cak
i za nulti nivo, to jest, teoriju prirodnih brojeva. Da budemo precizniji, svaka
od ovih skupovno-teorijskih aksioma povlaci resenje odredenog diofantovskog
problema koji je bio neodluciv na osnovu prethodecih aksioma. Diofantovski

53 Isto.
54 Tsto, str. 308 — 309.
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problemi koji su u pitanju su sledeceg tipa: Neka je P(x,, ..., X,, ¥y, ..., ¥,,) PO-
linom sa datim celobrojnim koeficijentima i n + m promenljivih, x,, ..., X,, ¥,
wos Yy | uzmimo promenljive x; kao nepoznate a promenljive y; kao parametre;
tada je problem: Da li jednacina P = 0 ima celobrojna resenja za celobrojne
vrednosti parametara, ili da li ima celobrojnih vrednosti parametara za koje
ova jednacina nema celobrojnih resenja? Svakoj skupovno-teorijskoj aksiomi
moze biti pripisan odreden polinom P, gde upravo formulisani problem postaje
odluciv na osnovu te aksiome. Danas$nja matematika jo$ uvek nije naucila da se
koristi skupovno-teorijskim aksiomama za reSavanje problema teorije brojeva,
osim u slu¢aju aksioma prvog nivoa. (...) No za ovladavanje teorijom brojeva je
dokazivo da je to nedovoljno.>s 56

Hilbert je zeleo da opravda infinitisticku matematiku koriste¢i se finiti-
stickim sredstvima, ali se ispostavlja da je finitistickoj matematici neophodno
opravdanje koju moze pruziti jedino infinitisticka matematika.

Gedel isti¢e 1 jednu posledicu neupotpunjivosti za koju kaze da je ,,ma-
tematicki ustanovljena Cinjenica”, koja mu se ¢ini ,,0d velikog filozofskog
znacaja”.57 Cinjenica o kojoj je re¢ je sledeca (inkluzivna) disjunkcija:

1li je matematika neupotpunjiva u smislu da njene ocigledne aksiome nikada ne
mogu biti obuhvacene konacnim pravilom, odnosno, da ljudski um cak i u obla-

sti Ciste matematike) beskonacno prevazilazi moci bilo koje konacne masine, ili
postoje apsolutno neresivi diofantovski problemi (...).58

Posledice, pod pretpostavkom ma kog disjunkta, su ,,odlu¢no suprotstav-
ljene materijalistickoj filozofiji”, objasnjava Gedel.>?

Neposredna posledica prvog disjunkta se tice filozofije duha, pa se u to
neéemo upustati. Medutim, pretpostavka drugog disjunkta sa sobom nosi
posledicu da matematika nije plod stvaralaStva matematicara,

jer tvorac nuzno zna sva svojstva njegove tvorevine, buduci da one ne mogu
imati bilo koja druga [svojstva — prim. prev.] osim onih koje im je on podario.
Cini se da ova alternativa povla¢i da matematicki objekti i ¢injenice (ili bar ne-
Sto u njima) postoje objektivno i nezavisno od nasih mentalnih akata i odluka.®0

Dakle, izgleda da drugi disjunkt povlaci neki vid platonizma.

55 Tsto, str. 307.

56 Gedel napominje da bi Rimanova hipoteza mogla biti jedno takvo tvrdenje za koje su
nam neophodni principi visih nivoa kako bismo ih odlucili. Nazalost, jo§ uvek ne znamo da li
je Rimanova hipoteza jedno takvo tvrdenje.

57 Tsto, str. 310.

58 Isto.

59 Tsto, 311.

60 Tsto.
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Cini se da je Gedelova ocena da stvaralac mora znati sve osobine svoje
tvorevine preterana. Recimo, sajdzija moZze napraviti sat, ali to ne znaci da ¢e
on mo¢i da predvidi taéno vreme kada ¢e jedan od zupcanika satnog meha-
nizma spasti sa osovine. Medutim, Gedel predvida ovakav prigovor. Primeti-
mo da je Gedel oprezan u svojoj oceni, te da je ,,bar nesto” u matematickim
objektima i ¢injenicama nezavisno od ljudskog uma. Tako, Gedel objasnjava:

[M]i ne stvaramo masine ni iz ¢ega, nego ih pravimo od nekog datog materi-
jala. Ako je situacija sli¢na u matematici, onda bi ovaj materijal ili osnova za
nasu konstrukciju bio nesto objektivno i iznudio bi neko realisti¢ko glediste od
nas, Cak i da su odredeni drugi sastojci matematike nasa tvorevina.t!

ONTOLOSKI ASPEKT GEDELOVOG PLATONIZMA

Ontoloski i epistemoloski aspekt Gedelovog platonizma nisu nezavisni
jedan od drugog. Svako ostrije povla¢enje demarkacione linije izmedu ovih
dvaju aspekata rizikuje da nacini izvesne nedorecenosti. Stoga ¢e se nase
izlaganje u ovom odeljku ticati pre svega ontoloskog aspekta Gedelovog
platonizma, ali ne i iskljucivo.

,Uobicajeni” platonizam postulira samo od uma nezavisnu egzistenciju
objekata poput skupova ili brojeva. Medutim, Gedel smatra da pored obje-
kata, poput skupova, i pojmovi, koji igraju ulogu intenzionalne komponente
znacenja predikata, poput skupovno-teorijskih pojmova skupa, klase ili
pripadnosti, postoje nezavisno od ljudskog uma. Pogledajmo kako Gedel
karakteriSe te entitete.

Klase i pojmovi mogu (...) takode biti shvaceni kao realni objekti, naime, kao
,mnozine stvari” ili kao strukture koje se sastoje od mnozina stvari i pojmovi
kao svojstva i relacije medu stvarima koje postoje nezavisno od nasih definicija
i konstrukcija.62 63

6l Tsto, 312.

62 Godel, K., ,,Russell’s mathematical logic” u Kurt Godel. Collected works. Volume II. Pu-
blications 1938 — 1974. (priredili S. Feferman, J. W. Dawson Jr., S. C. Kleene, G. H. Moore,
R. M. Solovay i J. van Heijenoort), Oxford University Press, Oxford 1990, str. 128.

63 Gedel razlikuje pojmove (concepts) od ne€ega $to bismo, u nedostatku boljeg prevoda,
mogli da nazovemo shvatanjima (notions). Shvatanja su svojstva i relacije koja zavise od
nasih konstrukcija i pojmova. Recimo, broj dva mozemo definisati kao fon Nojmanov ordi-
nal {J, {J}}, ali i kao Cermelov ordinal {{}}. Medutim, iako takve konstrukcije mogu biti
mnogobrojne, ipak ,,moze postojati [samo — prim. prev.] jedna zajednicka ‘forma’ ili “priroda’
broja 2 (Godel, K., ,,Russell’s mathematical logic”, str. 129).
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Tekst u ,,Russell’s mathematical logic” i Gibs predavanju, sugerise da,
prema Gedelovom misljenju, klase iscrpljuju domen objekata matematicke
stvarnosti.® To je prirodno ukoliko uvidimo da Gedel smatra da je teorija
skupova prava matematika, te da svi objekti kojima se matematika bavi u
principu mogu biti konstruisani kao skupovi. Primenjuju¢i Okamov brijac,
mozemo ,,otkloniti visak” objekata kao §to su brojevi. Cini se da kod pojmo-
va ne bismo mogli da napravimo ovakvu ustedu. Na primer, da bismo uopste
mogli da konstruiSemo prirodne brojeve kao skupove posebne vrste, prvo su
nam neophodna nekakva svojstva i relacije koje rezultati konstrukcije moraju
da zadovolje kako bi bili izdvojeni kao prirodni brojevi.

U Gibs predavanju nalazimo tri uopsStena argumenta protiv shvatanja
matematike kao slobodne ili ljudske tvorevine.®5 Ti argumenti su ,,uop$teni”
utoliko Sto imaju Sirok spektar primene, zavisno od nacina na koji precizira-
mo znacenje izraza ,,slobodna tvorevina”. Pogledajmo kako Adzi¢ sumira te
argumente:

Na prvom mestu, (...) ako bi matematika bila ljudska tvorevina, mi sami ne
bismo bili liSeni znanja o predmetu koji smo stvorili, bar ne u meri u kojoj to
zaista jesmo. Kao drugo, matemati¢ku praksu ne odlikuje sloboda nego nuz-
nost. Matematicari nisu u stanju da pukom snagom sopstvene volje dokazuju
vazenje svojih teorema. Najzad, izgleda da dokazi tvrdenja o izvesnoj klasi
objekata zahtevaju upotrebu objekata druge klase. Na primer, Gedel istice da
neki dokazi tvrdenja o prirodnim brojevima zahtevaju upotrebu skupova pri-
rodnih brojeva, pa je i pojam skupa prirodnih brojeva nuzan u ovom kontekstu.
Ali prirodni brojevi i skupovi prirodnih brojeva nisu iste stvari i stvaranje obje-
kata prve vrste ne ¢ini nuznim stvaranje objekata druge. To znaci da ako zelimo
da utvrdimo svojstva stvari koje smo stvorili moramo ujedno da stvorimo i
objekte druge vrste koji ¢e nam u tome pomo¢i.66 67

64 Ovde moze do¢i do nekih terminoloskih poteSkoca. Gedel, po svemu sudeci, prihvata
Fregeovu podelu matematickih entiteta na objekte i pojmove — tj. funkcije, u Fregeovoj ter-
minologiji, — kao §to je implicitno pretpostavljeno u nasem tekstu. U Fregeovom pojmovnom
okviru, objekti i pojmovi se nuzno razlikuju. Nezgoda se sastoji u tome §to je Gedel upotrebio
izraz ,realni objekti (real objects)” kako bi opisao i klase i pojmove. Medutim, izgleda da je
Gedel time samo Zeleo da ukaze na od uma nezavisno postojanje ovih entiteta, koristeéi izraz
koji uobicajeno koristimo kako bismo govorili o fizickim objektima. Vise o tome u Adzi¢, M.,
Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 144 — 145.

65 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implica-
tions”, str. 314.

66 Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 109.

67 Adzi¢ i Parsons ove argumente tretiraju kao direktne argumente u prilog platonizmu
(Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 109), a ne kao kritiku neke ne-pla-
tonisticke pozicije. Oba mogu biti taéna. Sva tri argumenta su reductio ad absurdum pret-
postavke da je matematika ljudska tvorevina, ali, posto Gedel smatra da postoje filozofske
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Posto je izneo ove argumente, Gedel razmatra dve verzije konvencio-
nalizama Karnapovog (Rudolf Carnap) tipa kao pokusaje da se ,,nejasnom
pojmu ‘slobodne tvorevine’ (...) da preciznije znacenje”.68 Prema misljenju
konvencionalista, iskazi matematike izrazavaju ,,odredene aspekte sintaktic-
kih (ili lingvistickih) konvencija, tj., oni jednostavno ponavljaju delove tih
konvencija”.®® Iskazi matematike su shvaceni kao istiniti na osnovu znace-
nja reci od kojih se sastoje i nezavisno od (empirijskih) ¢injenica. Pri tome,
samo znacenje je re¢ima dodeljeno od strane matematicara. Uobicajeno je za
ovakve iskaze re¢i da su analiticki. Medutim, Gedel koristi rec ,,tautologija”
kontrastirajuci je reci ,,analiticki”. Kasnije ¢emo razmotriti i Gedelov razlog
za razlikovanje tautologija i analitickih iskaza, a sada se fokusirajmo na Ge-
delovu kritiku konvencionalizma.

Stipulativne definicije su par excellence primer slobodne tvorevine.
Stipulativnim definicijama jedan izraz zamenjujemo drugim, obi¢no kraé¢im.
Recimo, kvadrat je pravougaonik sa jednakim stranicama. Poslednje je isti-
nito prosto zato §to smo se dogovorili da odredene reci koristimo na odredeni
nacin. Prva varijanta konvencionalistickog stanovista se koristi ovom idejom.
Ako matematiku shvatimo kao jedan skup ovakvih konvencija, onda je svaki
iskaz matematike svodiv na tautologije oblika ¢ = a. Medutim, time je data
i procedura koja u konacno mnogo koraka odlucuje istinitost svakog iskaza.
Ali takva procedura ne moze da postoji, inace bi konzistentnost teorije broje-
va bila odlu¢iva u okviru teorije brojeva.”®

Druga, sofisticiranija verzija konvencionalizma podrazumeva da

[s]vaki matematicki iskaz koji moze biti saznat kao istinit (demonstrable)’
moze biti dedukovan samo iz pravila o istinitosti i laznosti recenica (to jest,
bez koriS¢enja ili poznavanja ma cega drugog osim ovih pravila) i negacija
matematickog iskaza koji moZe biti saznat kao istinit ne moze biti dokazana.”?

Postoje primeri za koje vazi da je istinitost iskaza izvodiva iz pravila o isti-
nitosti i laznosti tih iskaza. Recimo, ako u formalnom jeziku iskazne logike
uvedemo disjunkciju i negaciju slede¢im pravilima:

pozicije koje preciziraju takvo shvatanje matematike (videti dole), onda ta pretpostavka moze
biti uzeta i kao legitimna filozofska teza ¢ija je kritika data Gedelovim argumentima.

68 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implica-
tions”, str. 315.

69 TIsto, str. 315 —316.

70 Tsto, str. 316.

71 Re¢ ,,demonstrable” ovde ne znaci ,,dokazivo” nego je ovde sinonimna izrazu ,.knowable
to be true” (Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
implications”, str. 318).

72 TIsto, str. 316.
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® ¢ Vv i je istinito akko je ¢ istinito ili je y istinito;

e — je istinito akko ¢ nije istinito,
onda jednostavno sledi da je ¢ v —¢ istinito na osnovu ovih pravila.
Medutim, to ne sledi samo na osnovu ovih pravila. Prilikom konstruisanja
nekog formalnog jezika, kao i prilikom pridavanja znacenja odredenim
nizovima simbola tog jezika, logicki i matematicki pojmovi i principi
moraju biti primenjeni. Tek kada je sve to na mestu, onda se uz prigodno
odabrana pravila o istinitosti i laznosti odredenih reci tog jezika moze
dedukovati istinitost iskaza tog jezika. Stoga, ako bismo hteli da dokazemo
tautoloski karakter matematike na ovakav nacin, na§ argument bi se pokazao
cirkularnim.”3

Gedel navodi i jedan argument koji, prema njegovom misljenju, pruza
opovrgavanje konvencionalizma u onoj meri u kojoj je ono uop$te moguée.’*
Pretpostavimo da zelimo da dokazemo da su aksiome PA tautologije. Dokaz
tautoloskog karaktera aksioma PA je istovremeno dokaz konzistentnosti PA.
Medutim, konzistentnost P4 moze biti dokazana samo sredstvima koja su
striktno jaca od aksioma PA. Recimo, moZemo se pozvati na postojanje i 0S0-
bine skupova prirodnih brojeva, o kojima nam govori P42, ili na transfinitnu
indukciju do ¢, ordinala. U svakom slucaju,

odredeni apstraktni pojmovi (...) moraju biti koriS¢eni, gde ,,apstraktni”
oznacava objekte koji se ne odnose na Culne objekte, ¢iji su simboli poseban
slucaj.”

Takav je pojam skupa koji se, u slucaju sa konzistentnosé¢u PA, odnosi
na skupove prirodnih brojeva ili na ordinale. Dakle, ,,sintaksni” pojmovi, tj.,
svojstva i relacije nizova simbola koji su im konvencionalno dodeljeni, nisu
dovoljni da se dokaze tautoloski karakter P4. Dakle, bas suprotno konvenci-
onalistiCkom zahtevu, istinitost aksioma P4 ne moZe biti dedukovana samo
iz pravila o istinitosti ili laznosti odredenih reci jezika P4, Sta god ta pravila
bila.76

U konvencionalistickom videnju matematike se element slobodne tvore-
vine sastoji u konvencionalnom odredenju pojmova koji se odnose na odre-
dene nizove simbola jezika koji je u pitanju. Ovim Gedelovim argumentima

73 Tsto, str. 316 — 317.

74 Tsto, str. 317 — 318.

75 Tsto, str. 318.

76 Qvaj argument nije primenljiv na neke znaéajno slabije teorije, poput Presburgerove
aritmetike. Konzistentnost Presburgerove aritmetike je dokaziva u Presburgerovoj aritmetici.
Medutim, za ovu i sli¢ne teorije se moze primeniti Gedelov argument iz prethodnog pasusa
koji se, iako je slabiji, ¢ini efektivnim.
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je pokazano da se pojmovi kojima baratamo u matematici ne iscrpljuju u poj-
movima koje smo sami definisali, nego postoje i pojmovi koji ne zavise od
nasih definicija i konstrukcija. Ipso facto, pokazano je da matematicke istine
nisu tautologije. Nasuprot tome, matemati¢ke istine jesu analiticki iskazi,
odnosno iskazi koji su istiniti na osnovu znacenja i nezavisno od (empirij-
skih) ¢injenica.”” Medutim, ,,znacenje” u domenu matematike nije, ili nije u
potpunosti, stvar ljudske tvorevine.

EPISTEMOLOSKI ASPEKT GEDELOVOG PLATONIZMA

Videli smo da Gedel uzima da su klase 1 pojmovi konstituenti matematic-
ke stvarnosti, te da za to svoje uverenje nudi i odredene argumente. Medutim,
ostaje otvoreno pitanje nacina na koji saznajemo te entitete. Tom pitanju
¢emo se, pre svega, posvetiti u ovom odeljku. Prvo ¢emo pokusati da obja-
snimo §ta Gedel podrazumeva pod matematickom intuicijom, koja je shvace-
na kao saznajna sposobnost koja nam pruza neku vrstu pristupa univerzumu
stvari kojima se matematika bavi. Potom ¢emo se baviti pitanjem opravdanja
istina matematike.

Matematicki entiteti nisu, ili bar nisu u potpunosti, ljudska tvorevina. Sa
druge strane, oni svakako nisu predmet culnog opazanja. Medutim,

bez obzira na udaljenost od ¢ulnog opazanja, mi takode posedujemo nesto nalik
opazanju objekata teorije skupova, $to se vidi iz ¢injenice da nam se aksiome
namecu kao istinite.”8

Ova sposobnost koja nalikuje ¢ulnom opazanju se zove matematicka
intuicija.

Ovakve Gedelove napomene u vezi sa matematickom intuicijom su ¢esto
rezultirale trenutnim odbacivanjem Gedelove filozofske pozicije, uz objas-
njenje da se radi o ,,filozofskom sujeverju”, a da je matematicka intuicija jed-
na ,,misti¢na” ili ,,misteriozna” sposobnost.” Medutim, kao $to ¢emo videti,
¢ini se da su ovakve kvalifikacije neopravdane.

77 Isto, str. 320 — 321.

78 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1964 u Kurt Gidel. Collected works.
Volume II. Publications 1938 — 1974. (priredili S. Feferman, J. W. Dawson Jr., S. C. Kleene,
G. H. Moore, R. M. Solovay i J. van Heijenoort), Oxford University Press, Oxford 1990, str.
268.

79 Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 139 — 140.
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Treba naglasiti da

matematicka intuicija ne mora biti shvac¢ena kao sposobnost koja pruza nepo-
sredno saznanje objekata o kojima je re¢. Pre se ¢ini da, kao i u slu¢aju fizickog
iskustva, mi formiramo ideje o tim objektima na osnovu neceg drugog §to nam
Jjeste neposredno dato. Samo §to ovo nesto drugo nije, ili nije primarno, opazaj.
Da je pored opaZzaja nesto drugo zaista dato sledi (nezavisno od matematike) iz
¢injenice da ¢ak i nase ideje koje se odnose na fizicke objekte sadrze konstitu-
ente koji su kvalitativno razli€iti od opazaja ili pukih kombinacija opazaja, npr.,
ideja samog objekta (...). O¢igledno je da su ,,datosti” koje podlezu matematici
usko povezane sa apstraktnim elementima sadrzanim u nasim empirijskim ide-
jama.80

Ukoliko Gedelov, pomalo arhai¢ni, izraz ,,ideja” zamenimo sa ,,pojam”,
onda bi apstraktni elementi culnog iskustva ukljucivali entitete, realne ili ne,
koji izdvajaju fizicke objekte kao nosioce svojstava koji su nam prilikom
opazanja dati. ,,Datosti” u oblasti matematike o kojima Gedel govori, sasvim
u skladu sa Adzi¢evom interpretacijom,8! bismo onda mogli shvatiti kao neke
od matemati¢kih pojmova. Cini se da je pojam skupa najbolji kandidat za ne-
Sto §to nam je prilikom napredovanja u matemati¢kom saznanju neposredno
dato. Pojam skupa u velikoj meri koristimo prilikom gradenja drugih delova
matematickog pojmovnog aparata, te je on utoliko ,,neposrednije” dat od ma
kog drugog matemati¢kog pojma.

Pojmovi, prema Gedelovom misljenju, nisu predmet opazanja nego ra-
zumevanja.8? Stoga, matemati¢ka intuicija moze biti shvacena kao razum u
posebnoj upotrebi. Naime, to je razum ¢iji su predmeti matematicki pojmovi.
Stoga, matematicka intuicija kao jedna saznajna sposobnost jeste sporna ko-
liko 1 samo misljenje.83

Imajuéi u vidu da su predmeti matematicke intuicije pojmovi, ne treba da
¢udi Gedelova ocena ,,da nam se aksiome namecu kao istinite”. Matematicke
istine su, prema Gedelovom misljenju, analiticki iskazi. Tako je dovoljno da
razumemo znacenje reci ,,skup” kako bismo uvideli da su aksiome teorije
skupova istinite.

Napomenimo da kao $to ¢esto gresimo u nasem razumevanju ili prosu-
divanju predmeta misljenja uopste, tako i matematicka intuicija nije imuna
na greske. Cinjenica da matemati¢ka intuicija ,moZe da nas izneveri”, te
da neki iskaz prosudi kao istinit, nije argument protiv korisnosti ili posto-

80 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1964”, str. 268.
81 Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 142 — 153.
82 Tsto, str. 147.
83 Tsto, str. 149.
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janja ove sposobnosti, a pogotovu nije argument protiv realnosti predmeta
matematicke intuicije. Na primer, aksiome naivne teorije skupova se zaista
namecu kao istinite, ukoliko skupove razumemo kao ekstenzije proizvoljnih
predikata. Tako su skupovno-teorijski paradoksi, koji su posledice naivnog
razumevanja skupa,

Cesto navodeni kao opovrgavanje platonizma, ali, prema mom misljenju, kraj-
nje neopravdano. Nasi vizuelni opazaji ponekad protivreée nasim taktilnim
opazajima, na primer, u slu¢aju Stapa uronjenog u vodu, ali niko pri ¢istoj sve-
sti nece iz te ¢injenice zakljuciti da spoljasnji svet ne postoji.8*

Sve §to nam paradoksi teorije skupova govore jeste da nismo razumeli
pojam skupa na adekvatan nacin i nista viSe od toga.

Predimo na pitanje uveravanja u istinitost iskaza matematike. NaSe
verovanje u istinitost teorema prave matematike pravdamo pozivanjem na
istinitost njenih aksioma. Medutim, istinitost aksioma ne mozemo opravdati
matematicki, tj., ne mozemo ih dokazati. Ipak, postoje nacini da se nase vero-
vanje u aksiome opravda. Ukoliko se u nasem opravdanju aksioma pozivamo
na pojam skupa, tvrdeé¢i da su aksiome ocite samo na temelju toga §to razu-
memo $ta znaci ,,biti skup”, onda pruzamo unutrasnje opravdanje aksioma.
Stoga, treba da na neki nacin ekspliciramo ili razvijemo sadrzaj pojma skupa
kako bismo videli da aksiome ,,slede iz” pojma skupa. U ovom odseku ¢emo
se posvetiti tom tipu opravdanja.

Za pocetak, okrenimo se necemu $to Bulos (George Boolos) naziva na-
ivnim pojmom skupa.35 Ako nam je dato neko svojstvo, za svaki objekat vazi
da zadovoljava to svojstvo ili da ga ne zadovoljava. Naivno shvatanje skupa
podrazumeva da su ovom pukom cinjenicom izdvojena dva skupa: skup
objekata koji zadovoljava dato svojstvo i skup objekata koji ne zadovoljava
to svojstvo. Tako su skupovi shvaceni kao ekstenzije (unarnih) predikata. Ak-
siomatizacija zasnovana na ovom pojmu se zove naivna teorija skupova (Bo-
olos 1971: 218).86 Ona obuhvata aksiomu ekstenzionalnosti i slede¢i princip:

Neogranifena komprehenzija. Ako je ¢ neko svojstvo, onda postoji skup A
svih x koji imaju svojstvo ¢, odnosno, postoji skup A = { x | p(x) }.

Nazalost, ova teorija je protivrecna. Na osnovu neograni¢ene kompre-
henzije, postoji skup R = { x | x ¢ x }. Iz toga jednostavno sledi da

84 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implica-
tions”, str. 321.

85 Boolos, G., ,,The Iterative Conception of Set”, The Journal of Philosophy br. 68 (8), str.
218.

86 Isto.
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R e RakkoR ¢ R.
Ovaj paradoks se zove Raselov paradoks. Stoga, naivni pojam skupa
je paradoksalan.
Gedel prihvata iterativni pojam skupa:

Ovaj pojam skupa, (...) prema kom je skup sve $to se moze dobiti od skupa pri-
rodnih brojeva (ili nekih drugih dobro odredenih objekata) iterativnom prime-
nom operacije ,,skup 0d”, a ne nesto §to se moze dobiti podelom totaliteta svih
postojecih stvari u dve kategorije, nikada nije doveo ni do kakvih antinomija

()8

Dakle, pojam skupa nije naivan, jer skupovi nisu dobijeni ,,podelom to-
taliteta svih postojecih stvari u dve kategorije” pomocu nekog svojstva, nego
je iterativan, jer su skupovi objekti dobijeni iterativnom primenom operacije
,»skup od”. Pri tome,

[o]peracija ,,skup od x-ova” (...) ne moze biti definisana na zadovoljavajué
nacin (...), nego samo parafrazirana koris¢enjem drugih izraza koji opet uklju-
¢uju pojam skupa, poput: ,,mnozina x-ova”, ,,kombinacija ma kog broja x-ova”,
»deo totaliteta x-ova”, gde je ,,mnozina” (,,kombinacija”, ,,deo”) zamisljena
kao nesto §to postoji nezavisno od toga da li ga mozemo definisati konacnim
brojem reéi (tako da proizvoljni (random) skupovi nisu isklju¢eni).8

Sa iterativnim pojmom skupa smo se ve¢ susreli kada smo govorili o feno-
menu neupotpunjivosti, ali ¢emo mu se sada nesto detaljnije posvetiti. NaSe
izlaganje Gedelovog opisa iterativnog pojma skupa se zasniva na Gedelovom
Gibs predavanju®® i Adzi¢evoj interpretaciji.®”

Univerzum koji odgovara iterativnom pojmu skupa je podeljen u nivoe i
posve li¢i na fon Nojmanovu kumulativnu hijerarhiju. Nulti nivo hijerarhije
je skup prirodnih brojeva w, a svaki sledec¢i nivo gradimo od prethodnog ite-
rirajuéi operaciju ,,skup od”. Kada smo iterirali operaciju ,,skup od” za svako
o < w, uzimamo uniju svih prethodnih stadijuma iteracije i nastavljamo dalje.
Tako dobijamo prvih nekoliko nivoa:

Vo=, V,=P(V), Vy=P(V,), ... V= Uy V,

a<o " a

87 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1947”, str. 180.

88 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1964”, str. 259.

89 Godel, K., ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implica-
tions”, str. 306 — 307.

90 Adzi¢, M., Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova, str. 168 — 184.
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Medutim, ovde nije kraj. Ako dobro uredimo, recimo, nivo V,, dobijamo
dobro uredenje duzine 2,. Dalje mozemo koristiti 2, kako bismo indeksirali
jos nivoa nalik ve¢ konstruisanim. Kad indeksiramo sve nivoe kardinalima
< 13,, ponavljamo proceduru kao u slucaju sa V,. Analogne procedure
mozemo da sprovodimo sve dalje i dalje. Medutim, ni tu nije kraj. Mozemo
zahtevati da postoji skup koji zatvoren za svaku od ovih operacija. On dalje
moze posluziti kao novi nivo od kojeg mozemo da po¢nemo da sprovodimo
analogne procedure izgradnje, ad infinitum. Univerzum objekata koji
potpadaju pod pojam skupa moZzemo odrediti ovako:

V= Ua<ON Va

Svaki skup je formiran na nekom nivou ove hijerarhije. Medutim, ova hije-
rarhija je kumulativna, pa ako je x formirano na nivou ¥, onda je formirano i
na svakom nivou iznad V,.

Naivni pojam skupa na poprilicno neposredan nacin pruza unutrasnje
opravdanje naivne teorije skupova. Kako bismo ilustrovali nacin na koji se
iterativnim pojmom skupa mogu opravdati aksiome teorije skupova, nave-
$¢emo opravdanje aksiome unije.’! Aksioma unije nam garantuje da za svaku
familiju skupova F postoji skup UF svih elemenata elemenata te familije.
(Mesto da govorimo ,,x je formirano na nivou ¥, ,,, govori¢emo ,.x je for-
mirano na nivou «”.) Recimo da je familija F formirana na nivou a. Svaki
od elemenata od F je formiran na nekom nivou ispod a-tog nivoa. Posto je
nasa hijerarhija kumulativna, postojac¢e nivo f na kojem ¢e biti formirani svi
elementi elemenata od F. Na prvom slede¢em nivou, § + 1, bice formiran
skup UF.

Gedelov opis iterativnog pojma skupa ne pruza opravdanje AC,°2 buduci
je AC pretpostavljena prilikom gradnje kardinala koje koristimo kako bismo

91 Za ostale aksiome teorije Z — ZFC bez instanci sheme zamene i aksiome izbora — videti
Boolos, G., ,,The Iterative Conception of Set”, The Journal of Philosophy br. 68 (8) i Maddy,
P., ,,Believing the Axioms. I, a za sve aksiome teorije ZF, videti Adzi¢, M., Gedel o aksioma-
tizaciji teorije skupova, str. 183 — 184.

92 Cini se da iz neke gedelovske perspektive nije nuzno unapred pretpostaviti AC. AC garan-
tuje da za svaku nepraznu familiju /' medusobno disjunktnih nepraznih supova, postoji skup C
koji sadrzi po tacno jedan element svakog skupa iz te familije. PoSto nam je w dato na pocetku
izgradnje, mozemo da koristimo taj skup kako bismo indeksirali prve nivoe hijerarhije.
Recimo da je na nekom nivou a, koji mozemo da izgradimo koriste¢i se samo ordinalom w,
dana neprazna familija F' medusobno disjunktnih nepraznih skupova. Kao i u sluc¢aju aksiome
unije, svi elementi elemenata od F bi¢e formirani na nivoima manjim od a. Na nivou o + 1 ¢e
se nalaziti svi podskupovi skupa UF, medu kojima ¢e biti skupova koji sadrze po ta¢no jedan
element svakog od skupova iz familije F. Koriste¢i se ovakvim tipom argumenata, mozemo
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indeksirali nivoe hijerarhije, kao ni aksiome beskonac¢nosti, budu¢i nam je w
dato na pocetku izgradnje. Medutim, unutra$nje opravdanje, zasnovano na
analizi pojma skupa, nije jedini tip opravdanja aksioma.

Pogledajmo kako Gedel karakteriSe spoljasnje opravdanje:

¢ak iako zanemarimo unutrasnju (intrinsic) nuznost neke nove aksiome, i ¢ak
i u slucaju da uopste nema unutragnju nuznost, i na drugi nacin je moguce
proceniti njenu istinitost, naime, induktivno, proucavajuc¢i njen ,,uspeh”, to
jest, njenu plodnost u posledicama i posebno njenu plodnost u ,,proverljivim
(verifiable)” posledicama. tj., posledicama dokazivim bez nove aksiome, ¢iji
dokazi, medutim, postaju znacajno jednostavniji i laksi za otkriti sredstvima
nove aksiome, te ¢ine moguéim da se mnogo razli¢itih dokaza sazmu u jedan
dokaz.93

Gedel o spoljasnjem opravdanju govori u kontekstu pronalaZenja novih
aksioma,?* no to je sasvim primenljivo i na opravdanje trenutno prihvacenih
aksioma.

Dakle, prema Gedelovom misljenju, aksiome mozemo opravdavati pozi-
vajuci se na njihove posledice. Te posledice se ne moraju ticati samo novih
teorema koje mozemo dokazati, nego i posledica po pitanju matematicke
prakse, u tom smislu §to nam neka aksioma omogucuje lakse ili elegantnije
dokaze ranije dokazanih tvrdenja.

Aksioma izbora, koja je ranije ,,ostala bez opravdanja”, lep je primer ak-
siome koju mozemo da opravdamo pozivanjem na posledice u vidu tvrdenja
koja ne mozemo dokazati bez te aksiome. Cermelova teorema, Hausdorfov
princip maksimalnosti, Cornova lema, Tihonovljeva teorema i teorema
potpunosti su samo neke od vaznijih takvih tvrdenja. Jedna situacija koju
je opisao Mur (Gregory H. Moore), a koju takode navodi Medijeva (Pene-
lope Maddy),% lepo moze da ilustruje da su ¢lanovi matematicke zajednice
bar implicitno skloni da na ovaj nacin opravdavaju temeljne principe svoje
nauke. Van der Verden (Bartel Leendert van der Waerden) je 1930. godine
objavio Moderne Algebra. To je jedna veoma uticajna knjiga koja detaljno
ispituje nove posledice AC u polju apstraktne algebre. Drugo izdanje, iz
1937. godine, dozivelo je radikalnu izmenu sadrzaja. Van der Vardenove
kolege su ga ubedile da napusti aksiomu izbora, Sto je rezultiralo nekakvom

da opravdamo nekakva ograni¢enja AC, pa ih potom koristiti kako bismo dobro uredili nivoe
ispod nivoa koji smo koristili za opravdanje. U sustini, trebalo bi da u procesu iteracije
opravdavamo aksiomu izbora, $to nam pruza osnov za dalje iteriranje.

93 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1947, str. 182.

94 Temom pronalazenja novih aksioma i njihovog opravdanja, bilo unutranjeg, bilo spoljas-
njeg, bavicemo se u drugom radu koji je pomenut u Uvodu i najavljen u Zakljuc¢ku ovog rada.
95 Maddy, P., ,,Believing the Axioms. I”, str. 488.
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osiromasenom verzijom apstraktne algebre. Ovo je za posledicu imalo veliko
nezadovoljstvo unutar zajednice algebrista, zbog ¢ega se u trecem izdanju
van der Varden vratio aksiomi izbora.

Prema Cermelovom misljenju, koji je AC eksplicitno formulisao kako
bi izdvojio principe koje je koristio u dokazu teoreme o dobrom uredenju,
aksioma izbora je prosto nuzna za nauku.%¢ Pitanje unutra$nje plauzibilnosti
temeljnih pretpostavki nase nauke je donekle subjektivno, prema njegovom
misljenju. Medutim, pitanje spoljasnjeg opravdanja moze biti objektivno
odluceno. Dovoljno je da se zapitamo da li je princip nuzan za napredovanje
u nauci. Cini se da su do sada navedeni primeri dovoljni da shvatimo da 4AC
to jeste.

Sto se ti¢e ,,proverljivih” posledica neke aksiome, razmotrimo sledeci
primer. Umesto da govorimo o nekoj pojedinacnoj aksiomi, govoricemo o
nekom kona¢nom skupu aksioma teorije ZF'C koji je dovoljan da se izgradi
realnih brojeva i pokaze da realnih brojeva ima vise od algebarskih. Kan-
torovim dijagonalnim argumentom se veoma jednostavno moze pokazati da
realnih brojeva zaista ima viSe nego algebarskih. No, primetimo da je ovo
istovremeno dokaz da postoje transcendentalni brojevi. Tako ovaj konacan
skup aksioma moZemo opravdati pozivajuéi se na Cinjenicu da on daleko
jednostavnije i elegantnije dokazuje postojanje transcendentalnih brojeva u
odnosu na Lijuvilov dokaz. Takode, isti taj aparat nam moze dati i proceduru
za konstrukciju transcendentalnih brojeva, ponovo jednostavniju od ranije
poznatih.

Da li postoji neki odnos primarnosti izmedu ovih tipova opravdanja?
Prema Gedelovom misljenju, ne. Videli smo da se istinitost aksiome moze
proceniti na temelju njenih posledica, ,,¢ak i u slucaju da uopste nema unu-
tra$nju nuznost”.97 Stavise,

[m]ozda postoje aksiome tako obilne u njihovim proverljivim posledicama,
koje obasjavaju svetlom celu jednu disciplinu, te pruzaju tako snazne metode
za reSavanje datih problema (...) da bi potpuno nezavisno od njihove unutrasnje
nuznosti morale biti pretpostavljene bar u istom smislu ka neka dobro ustanov-
ljena fizicka teorija.8 [kurziv . V.)

Pokusacemo da rekonstruiSemo nacin na koji se, gledano iz Gedelove
perspektive, moze opisati odnos unutrasnjeg i spoljasnjeg opravdanja.

Naivna teorija skupa, zasnovana na naivnom pojmu skupa, ima veoma
visok stepen unutra$nje plauzibilnosti. Zaista, ¢ini se krajnje ocitim za tvrditi

96 TIsto, str. 487 — 488.
97 Godel, K. ,,What is Cantor’s continuum problem? 1947, str. 182.
98 Isto, str. 182 — 183.
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da svako svojstvo odreduje skup svih stvari koje to svojstvo imaju. Medutim,
nasuprot ovoj unutras$njoj plauzibilnosti, ova teorija je protivrecna. Razlozi
koji su Cermela vodili prilikom formulisanja teorije ZC su, pre svega, bili
motivisani zeljom da se preciziraju principi kori§¢eni u dokazu teoreme o
dobrom uredenju.?® To ne znaci da za neke ili sve od aksioma nije bilo dato,
a pogotovu da nije moglo biti dato, unutrasnje opravdanje. Iterativni aspekt
pojma skupa je prvi sagledao Cermelo,!0 a on nije bio sagledan bez sagleda-
vanja posledica teorije ZFC. Naravno, moze se prigovoriti da razumevanje
iterativnog aspekta pojma skupa javlja i pre ZFC, pa i pre pazljivog prouca-
vanja njenih posledica. Medutim, kad god da je zaceta ideja iterativnog poj-
ma skupa, ta ideja tada nije bila jasna onoliko koliko danas jeste, niti je danas
jasna koliko u buduénosti moze biti. Sve to dugujemo ¢injenici da aksiome
nisu opravdane samo na temelju njihove unutra$nje plauzibilnosti, nego i na
temelju posledica koje omogucavaju bolje razumevanje pojma skupa i, sa-
mim tim, uvecavaju ili smanjuju unutrasnju plauzibilnost aksioma.

Medutim, ukoliko bismo se zadrzali samo na spoljasnjem opravdanju
naSih aksioma, svaki sistem bi morao ostati hipoteticko-deduktivni sistem.
Postoji odreden stepen proizvoljnosti u vezi sa spoljasnjim opravdanjem,
utoliko Sto se radi o odabiru aksioma koje imaju Zeljene posledice (bilo da
su to nove teoreme ili proverljive teoreme). Ukoliko odbacimo unutrasnje
opravdanje aksioma, sigurno ne¢emo matematickom intuicijom moéi da
procenjujemo to koje su posledice zeljene. Medutim, prisetimo se da moraju
postojati neke istinite 1 bez dokaza ocigledne aksiome kako bi uopste bilo
hipoteticko-deduktivnih sistema. Stoga, Cini se da spoljasnje opravdanje nije
dovoljno. No isto tako, ¢ini se da nije ni unutrasnje.

ZAKLJUCAK

Osnovni rezultati ovog rada se mogu sumirati na slede¢i nacin. Gedel je
platonista, odnosno smatra da matematicki iskazi opisuju od uma nezavisno
postojecu stvarnost koju ¢ine objekti poput brojeva i skupova, te da matema-
ti¢ari u svojima istrazivanjima otkrivaju istine o toj stvarnosti. Ne samo to,
nego je on i pojmovni realista, te smatra da matematicki pojmovi, poput poj-
ma skupa, ima realnu, od uma nezavisnu egzistenciju. Ovakva pozicija Gede-
lu omogucava da tvrdi da postoji odgovor na Kantorov problem kontinuuma,
uprkos njegovim i1 Koenovim rezultatima o nezavisnosti hipoteze kontinuu-

99 Maddy, P., ,,Believing the Axioms. I”, str. 483.
100 Tsto, str. 485.
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ma. Ta hipoteza je istinita ili lazna u strukturi koju ZF'C pretenduje da opise.
To §to je ZFC ne odlucuje samo znaci da ZFC ne pruza dovoljno bogat opis
univerzuma skupova. Kazemo: ,,dovoljno bogat” jer nijedna teorija nikada ne
moze pruZiti potpun opis, buduci da je matematika neupotpunjiva. Medutim,
ZFC se moze prosiriti novim aksiomima koji reSavaju probleme stare teorije.
Opravdanje novih aksioma ne moze biti matematicko, jer ih ne dokazujemo
matematicki. Medutim, ipak mozemo pruziti neke vidove opravdanja, od
kojih Gedel razlikuje unutrasnje i spoljaSnje opravdanje, pri ¢emu ni jedno ni
drugo samo po sebi nije dovoljno za celovito opravdanje novih aksioma.

U narednom radu posvec¢enom ovoj temi ¢emo se baviti predstavljanjem
nekih Gedelovih predloga za pristup reSavanju Kantorovog problema konti-
nuuma.
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GODEL ON CANTOR’S CONTINUUM PROBLEM I:
GODEL’S PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

Abstract: Cantor’s continuum problem is the question: How many points are there
on a line in Euclidean space? Cantor (Georg Cantor) believed that the number of
points on a line, i.e. the cardinality of the continuum, is the first infinite cardinal that
comes after the cardinality of the set of natural numbers. This is a rough formulation
of Cantor’s continuum hypothesis. Cantor repeatedly tried to prove the continuum
hypothesis during his career. However, his efforts did not bear fruit. At the beginning
of the 20th century, set theory was formulated as an axiomatic theory. That axiomatic
theory is called Zermelo-Frenkel set theory with axiom of choice, i.e., ZFC set theory.
Based on the results of Kurt Godel and Paul Cohen, we know that the ZFC theory
neither proves nor disproves Cantor's hypothesis, leaving Cantor's continuum problem
unsolved. However, according to Godel, Cantor's continuum problem can be solved
by extending ZFC set theory with new axioms that will give us a more complete
insight into the structure of the universe of sets. This paper is the first in a series of
two papers in which we aim to present some of Gddel’s proposals for an approach
to solving Cantor’s continuum problem, as well as Gddel’s Platonist philosophical
position underlying those proposals. This paper is focused on presenting Godel's
philosophy of mathematics. To that end, we will first present representative positions
in the philosophy of mathematics and their main representatives. Then we will explain
what Hilbert’s program is and what, according to Godel, are the consequences of
impossibility of its implementation. Then we deal with the ontological and finally the
epistemological aspect of Godel's Platonism.
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